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 هي أ ωϮضϮϤال ίΎإنج ΓΪبع  مέ ΕΎعΎس. 

  من ωϮضϮϤال ϥϮϜيتΔمسألϭ ينέΎϤت Δثاث  ΎϬϨبي ΎϤفي ΔϠمستق. 
 ίΎن إنجϜϤين  يέΎϤالت  ΔسألϤالϭشحήتϤغب فيه الήي ϱάتيب الήحسب الت. 

 
                              

 (5.3ϥ....................)عϠق  بΎلϨΒيΕΎ الجήΒيΔالتήϤين اأϝϭ يت -                                 
                                 - ΔيΪالعق ΩاΪأعΎق بϠني يتعΎΜين الήϤالت(......................5.3ϥ) 

                                 - ΕΎبيΎلحسΎق بϠلث يتعΎΜين الήϤالت(...........................5ϥ) 
 (01ϥ).......................................بΎلتحϠيل  تعϠقϤسألΔ   تال -                                 

           
 
 

  القابلة للبرمجة غير  يسϤح باستعϤال اآلة الحاسبة
                       لتحريرباستعϤال اللوϥ اأحϤر بورقة ا يسϤح  ا                                                          
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 (نقط  5.3: ) التϤرين اأϭل
 

 ϥأ ήكάن , ,   ΔيΪاحϭ ΔقϠح  ΔليΩΎΒت ΔϠمΎك ϭ. 

0- Ωϭي ب  نزϠاخΪكيب الήالت ϥϮنΎق  فήعϤيالϠي ΎϤب :  2, ; 2x y x y x y      

  .و تجميعي  تبΎدلي  القΎنون بين أن  (أ    1.3

1..3    Ώ ) بين أن , تحديده ϡيدا يتΎيقبل عنصرا مح. 

أن  بين( ج    1.3 , دلية زΎمرة تب. 

 

 

: بمΎ يϠي المعرفقΎنون التركيΏ الداخϠي ب  نزود -2  2, ; 2 2 6x y x y xy x y        

:  المعرف بمΎ يϠي نحو  من  fنعتبر التطبيق و      ; 2x f x x    

من يتقΎبϠتشΎكل  fالتطبيق بين أن  (أ   1.3 ,  نحو ,  

1..3   Ώ) بين أن :        3, , ;x y z x y z x z y z           

أϥ  من كل مΎ سΒق  استϨتج -5 3..1 , ,  ΔيΪاحϭ ϭ ΔليΩΎΒت ΔقϠح. 

2x: بين أϥ (أ -4 3..1 y       ϥΎا كΫفقط إ ϭ اΫ2إx   ϭ2أy   

1..3    Ώ ) ΔقϠالح ϥتج أϨاست , ,   ΔϠمΎك.  

1..3    Ν)  هل , ,  جسم ؟ (ابكϮل جϠع)  
  

 (نقط  5.3) :التϤرين الثاني
 I -  نϜليa ϡΪعϨم ήغي ΎيΪا عقΩΪع. 

 ΔعϮϤجϤفي ال ήΒنعت ϝϮϬجϤال ΕاΫ ΔلΩΎعϤالz  :     2 2: 2 3 3 1 3 0E z i a z i a      

1..3 0-  ΔلΩΎعϤيز الϤم ϥتحقق أ EϮه:    2
21 3i a  

الϤعΩΎلΔ  حل في  -. 1.3 E  
 II- ήشΎΒم ϭ مψϨϤم  ΪمΎم متعϠمع ϰإل ΏϮسϨم ϱΪالعق ϯϮستϤال , ,O u v. 

 
a ϭ3التي ألحΎقΎϬ عϰϠ التϮالي   A  ϭB ϭMنعتήΒ الϨقط    

i
b ae

  ϭ z    
 

 
ίϭاϭيته MالέϭΪاϥ الϱά مήكزr  ϩليϜن  

3


    

: نπع   1
1A r A ϭ 1B r B    ( 1حيثr   Ϯه ϥاέϭΪال ϥاέϭΪϠسي لϜالعr )  

 .عϰϠ التϮالي  1A ϭ1Bلحقي  1a ϭ1bليϜن  
 .متسϱϭΎ اأضاOAB ωتحقق أϥ الϠΜϤث  -0 1.3
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1.3 
 

1:   بين أϥ ( أ -.

1 3 1 3

2 2 2 2
a i a i z

               ϭ 1

1 3 1 3

2 2 2 2
b i a i z

              

1.3    Ώ) بين  ϥعيأΎبή1 ال 1OAMB ωاأضا ϱίاϮمت. 

1.3 

5-  ϥأ νήتϔنM A  ϭM B  

1        :أϥبين  (أ    

1

z b z b a

z a z a b

     

1..3   Ώ)  قطϨال ϥبين أM ϭ1Aϭ1B نتمΎا كΫفقط إ ϭ اΫإ ΔيϤقط ستقيϨال M ϭO ϭA ϭB ΓέϭاΪمت  . 
  

 (نقط 5) :لثالتϤرين الثا
  ΔيعيΒالط Δحيحμال ΩاΪحث عن اأعΒال Ϯين هήϤف من التΪϬالn  من Ύقطع ήΒ0اأك  ΔصيΎΨالتي تحقق ال ϭ : 

                                              : 3 2 0n nR n     

0-  ϥأ νήتϔنn   ΔصيΎΨيحقق ال R  نϜلي ϭp لي موجبϭأصغر قاسم أ  ΩΪعϠلn  

 

 : بين أϥ   ( أ 3..1 3 2 0n n p      ϥتج أϨ5ثم استp  

1.3 Ώ ) ϥبين أ : 12 1p p   ϭ 13 1p p   

1.3         Ν ) Νϭί ΪجϮبين أنه ي ,a b  بحيث 2من : 1 1an b p    

1.3          Ω ) نϜليr ϭq  ΩΪعϠل ΔيΪيϠااق ΔϤالقس ΝέΎخ ϭ قيΎبa  ϰϠ1عp  

                               1a q p r    0  :حيث 1r p     ϭq  

 ΪجϮعدد صحيح طبيعيبين أنه ي k  بحيث  : 1 1rn k p    

 

يحقق الΎΨصيΔ   0أكήΒ قطعΎ من  nاستϨتج من كل مΎ سΒق أنه ا يϮجΪ عΩΪ صحيح Βρيعي  -. 3..1 R       

  
 (نقط 01) :مسألة

 
الϤعήفΔ عϰϠ الϤجh ϝΎالعΩΪيΔ  ΔنعتήΒ الΪال 1, يϠي ΎϤب:    1 1h        ϭ    1

1 ;
ln

x
x h x

x x

     

 :لجزء اأϭلا 
  0متΔϠμ  عϰϠ اليϤين في  hبين أϥ الΪالΔ ( أ -0 3..1
1..3     Ώ )ϥبين أ:  1 ; ln 1x x x      ϥتج أϨثم استΔالΪال  h  ϝΎجϤال ϰϠع Ύقطع ΔيμقΎϨت 1,   

احسب  ( أ -.  1.3 lim
x

h x   ضعثم  ΔالΪال Εاήتغي ϝϭΪجh                 

1..3     Ώ )تجϨاست ϥأ      :   1 ; 0 1x h x     

 :الجزء الثاني 
 

ϝالϤعήفΔ عϰϠ الϤجg ΎالعΩΪيΔ  ΔنعتήΒ الΪال 1, يϠي ΎϤب : 1 ln2g   ϭ    2 1
1 ;

ln

x

x
x g x dt

t t
      

ϭ ليϜن  C ΔالΪϠل لΜϤϤال ϰϨحϨϤالg   مψϨϤم ΪمΎم متعϠفي مع , ,O i j 
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       :أϥ  تحقق (أ -0 3..1  2 1

1 ; ln 2
ln

x

x
x dt

t t
   

1..3     Ώ )تحقق  ϥأ:          2 1
1 ; ln 2

ln

x

x

t
x g x dt

t t

     

1.3     Ν ) ϥبين أ:           1
1 ; ln 2

ln

x

x

t
x g x dt

t t

       

:       بين أϥ( أ -. 1.3           1 ; ln2x x x h x g x x x h x           

1.3    Ώ)  ΔالΪال ϥتج أϨاستg  ΔϠبΎقϕΎين في  لاشتقϤالي ϰϠ0ع  

1..3    Ν )ϥبين أ : lim
x

g x     ϥأ ϭ:  
 

lim 0
x

g x

x  

عϰϠ الϤجϝΎ  لاشتقϕΎقΎبg  ΔϠأϥ الΪالΔ  ينب( أ -5 3..1 1,  ϥأ ϭ :         ' 1
1 ;

2
x g x h x   

1.3     Ώ )تجϨاست ϥأ:        ' 1
1 ; 0

2
x g x      ثم ضع  ΔالΪال Εاήتغي ϝϭΪجg 

1.3     Ν)نشئأ  ϰϨحϨϤال C  

 
 

1.3 

 :الجزء الثالث 
I- 0-  ΔالΪال ϥبين أ : 1k x g x x     ϝΎجϤبل من الΎتق 1,  ϝΎجϤال Ϯنح ,ln2                               

من الϤج  ϝΎأنه يϮجΪ عΩΪ حقيقي  ϭحيΪ  استϨتج  -.     3..1 1,  بحيث : 1 g     

 II- ΎتتϤال ήΒنعت ΔيΩΪالع Δلي 
0n n

u  يϠي ΎϤب ΔفήعϤ01:   ال u       ϭ   10 1 nnn u g u     

:  بين أϥ( أ -0  1.3 0 ; 1 nn u     

1.3     Ώ ) ΔليΎتتϤال ϥبين أ 
0n n

u    ΔيΪتزاي Ύقطع. 

1..3      Ν)  ΔليΎتتϤال ϥتج أϨاست 
0n n

u  ΔبέΎمتق  ϭ ϥأ: lim nn
u    

:  بين أϥ( أ -. 1.3  1

1
0 ;

2n nn u u      

1.3    Ώ )ϥبين أ  :  0

1
0 ;

2

n

nn u u          

1..3    Ν ) تجϨاست ΔنيΎث Γήم  ϥأ :lim nn
u   

 انتϬى               
 



                                         ᦿҫ(       Ammarimathsر᧓ا᧔ᦟاᦄ᥸ᧃ)Үاᦿҫ Ӆوᧄᦿҫ ᧒ᧈᦣوᦃد᥻            ᧛ҫ  ᦂ᧔ᦄᦜ᥷اᧇو᧓ة ᧄᦄᧃد ᦈᦿҫا᥸ᦿҫ ᦒᧃأ᧔ᧀ᧔᧋ة
᧓ҵ ӄوᧀᦫ ة᧔ᧇا᥼ᦿҫ ةᧈᦔᦿҫ  Ҭ Ӈ ة أ᧔ᦟة                       ا᧓ҳا᦬ᦿҫ ҭҵӇدᦿҫ2013                                             Ӊ Ҵ ᧒ᦿҶاᦰᧄᦿҫ  

 ӃӇ᧛ҫ ᧆ᧓رᧄ᥸ᦿҫ)ة᧓رᥲᦀᦿҫ Үا᧔ᧈᥲᦿҫ(  
(1 ( ): ᦿدᧈ᧓اأ )( )2, ; 2 2x y x y x y y x y x∀ ∈ ∗ = + − = + − = ∗ℤ    

 ӅҴإ( )( )2, ;x y x y y x∀ ∈ ∗ = ∗ℤ  

 Ӆوᧇاᦸᦿҫ ᧊ᧈᧃӇ∗ ᧒ᦿҳاᥲ᥷.  
ᦿ Ӈدᧈ᧓ا 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3, , ; 2 2 2 2 2 2x y z x y z x y z x y z x y z x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ + − = + − + − = + + − − = + ∗ − = ∗ ∗ℤ  

 ӅҴإ( )( ) ( ) ( )3, , ;x y z x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗ℤ  

Ӆوᧇاᦸᦿҫ  ᧊ᧈᧃ Ӈ∗ ᧒᦬᧔ᧄᦀ᥷  
  :ᦛ᧜ᦇة   
  
  

)                         ᧆᦼ᧔ᦿe ᧆᧃℤ ب) ) ; 2 2x x e x x e x e∀ ∈ ∗ = ⇔ + − = ⇔ =ℤ  ӇӅا أᧄᥱ∗ ᧒ᦿҳاᥲ᥷  Ӆإᦳ   
2  Ӄ د᧓اᦄᧄᦿҫ رᦜᧈ᦬ᦿҫ و᧋∗  

   ᧆᦼ᧔ᦿx   Ӈy  ᧆᧃℤ ج)
2 2 2 4x y x y y x∗ = ⇔ + − = ⇔ = −  

 ᦾᦼᦿ ӅҴإxᧆᧃℤ  Ӄ ةᥲᦔᧈᦿاᥱ ᦾ᥻اᧄᧃ∗  و᧋4 x−  
  

 Ӆوᧇاᦸᦿҫ∗ ᧒ᦿҳاᥲ᥷.رᦜᧈᦫ ᦾᥲᦸ᧓Ӈ ᧒᦬᧔ᧄᦀ᥷ Ӈ ҫد᧓اᦄᧃ   و᧋2  ᦾᦼᦿ Ӈxᧆᧃℤ  Ӄ ةᥲᦔᧈᦿاᥱ ᦾ᥻اᧄᧃ∗  و᧋4 x−  
 ӅҴإ  

( ),∗ℤة᧔ᦿҳاᥲ᥷ ҭرᧃҶ.  

(2 ( )ᦿدᧈ᧓ا    أ )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2, ; 2 2 2 2 2 2 6x y f x f y x y x y∀ ∈ Τ = + + − + − + +ℤ  
                      2 2 4 2 4 2 4 6xy x y x y= + + + − − − − +  

                                                                    2xy= +  
                                                                  ( )f xy=  

 ӅҴإ( )( ) ( ) ( ) ( )2, ;x y f x y f x f y∀ ∈ × = Τℤ  

 Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇf  ᧆᧃ ᦾᦻاᦘ᥷( ),×ℤ  وᦄᧇ( ),Τℤ  
ᦾᦼᦿ Ӆا أᧄᥱӇx ᧆᧃℤ  Ҭ د᧔ᦃ Ӈ ᦶᥱاᦓf  ᧒ᦳℤو᧋2x − ᦳ Ӆإfᧆᧃ ᦾᥱاᦸ᥷ℤ  وᦄᧇℤ  ᧊ᧈᧃ Ӈ:  

  
  
  

  
)                                  ᦿدᧈ᧓ا  ب) )( ) ( ) ( )3, , ; 2x y z x y z x y z∀ ∈ ∗ Τ = + − Τℤ    

              ( ) ( )2 2 2 2 6x y z x y z= + − − + − − +  

    ( ) ( )2 2 6 2 2 6 2xz x z yz y z= − − + + − − + −  

                                        ( ) ( ) 2x z y z= Τ + Τ −  

                                              ( ) ( )x z y z= Τ ∗ Τ  
 ᧊ᧈᧃ Ӈ  

  
  

)ᦿدᧈ᧓ا   3) )( )2, ;x y x y y x∀ ∈ Τ = Τℤ Ӆوᧇاᦸᦿҫ ӅҴإΤ ᧒ᦿҳاᥲ᥷.  

 Ӄҫؤᦔᦿҫ ᥰᦔᦃӇ(2 (ب ᧇاᦸᦿҫ Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇӅوΤ  Ӆوᧇاᦸᦿҫ ىᧀᦫ ᧒᦬᧓Ҷو᥷∗  

 Ӆوᧇاᦸᦿҫ∗ ᧒ᦿҳاᥲ᥷.᧒᦬᧔ᧄᦀ᥷ Ӈ  

f  ᧆᧃ ᧒ᧀᥱاᦸ᥷ ᦾᦻاᦘ᥷( ),×ℤ  وᦄᧇ( ),Τℤ  

( )( ) ( ) ( ) ( )3, , ;x y z x y z x z y z∀ ∈ ∗ Τ = Τ ∗ Τℤ  



y.mghazli 

Ammarimaths  
 Ӆا أᧄᥱf  ᧆᧃ ᧒ᧀᥱاᦸ᥷ ᦾᦻاᦘ᥷( ),×ℤ  وᦄᧇ( ),Τℤ  Ӈ× ᧒ᦳ ᧒᦬᧔ᧄᦀ᥷ℤ ӅإᦳΤ  ᧒ᦳ ᧒᦬᧔ᧄᦀ᥷ℤ  

 Ӆا أᧄᥱ Ӈ( ),∗ℤ ة᧔ᦿҳاᥲ᥷ ҭرᧃҶ ӇΤ   Ӈ ᧒ᦿҳاᥲ᥷ Ӈ ᧒᦬᧔ᧄᦀ᥷ Ӆوᧇاᦸᦿҫ ىᧀᦫ ᧒᦬᧓Ҷو᥷∗  Ӆإᦳ( ), ,∗ Τℤة᧔ᦿҳاᥲ᥷ ةᦸᧀᦃ   
  
  Ӆوᧇاᦸᦿҫ Ӆأ ᧆ᧔ᥲᧈᦿΤ  ҫد᧓اᦄᧃ ҫرᦜᧈᦫ ᦾᥲᦸ᧓e  ᧒ᦳℤ  

                                                             ( ) , 2 2 6x x e x xe x e x∀ ∈ Τ = ⇔ − − + =ℤ  

                                                  ( ) ( ); 3 2 3x x e e⇔ ∀ ∈ − = −ℤ  
                                                                                   3e⇔ =  

  ӅҴإ; 3 3x x x x∀ ∈ Τ = Τ =ℤ ᧊ᧈᧃӇ3  Ӆوᧇاᦸᧀᦿ د᧓اᦄᧄᦿҫ رᦜᧈ᦬ᦿҫ و᧋Τ  
 Ӆأ ᦶᥲᦓ اᧃ ᦾᦻ ᧆᧃ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ  

    
( ), ,∗ Τℤ  ة᧓دᦃҫӇ Ӈ ة᧔ᦿҳاᥲ᥷ ةᦸᧀᦃ  

 

(4 ( ᦿ2دᧈ᧓ا                             أ 2 2 6 2x y xy x yΤ = ⇔ − − + =   
                                          2 2 4 0xy x y⇔ − − + =  

                                     ( ) ( )2 2 2 0x y y⇔ − − − =  

                                             ( )( )2 2 0x y⇔ − − =  
                                                    2y =Ӈ2أx⇔ =  

  ӅҴإ  
        2y =Ӈ2أx⇔ = 2x yΤ =    

     
ᦿ      2yدᧈ᧓ا         ب) =Ӈ2أx⇔ = 2x yΤ =  ᥺᧔ᦃ2  ةᦸᧀᦄᦿҫ رᦴᦛ و᧋( ), ,∗ Τℤ  
 ӅҴإ  

          ( ), ,∗ Τℤ  ةᧀᧃاᦻ ةᦸᧀᦃ  

 
)ᦿدᧈ᧓ا ج) ), ,∗ Τℤ ة᧓دᦃҫӇ Ӈ ة᧔ᦿҳاᥲ᥷ ةᦸᧀᦃ  

}ᦿ Ӈدᧈ᧓ا         }( )/ 2 ; 3 2 2 6 3x x y xy x y∀ ∈ Τ = ⇔ − − + =ℤ  

                   ( )2 2 3y x x⇔ − = −  

                             2 3

2

x
y

x

−⇔ =
−

  

 ᦾ᥿أ ᧆᧃ5x ᧀᦫ ᦾᦜᦄᧇ7ى  =

3
y = ∉ ℤ  

 ӅҴ5إ  ᧊ᦿ ᦒ᧔ᦿ اᥱوᧀᦸᧃ  Ӄ ةᥲᦔᧈᦿاᥱΤ  
 Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ  

  
( ), ,∗ Τℤ  ᦒ᧔ᦿ ᧂᦔ᥿  

  
ҫ ᧆ᧓رᧄ᥸ᦿҫ᧒ᧇا᥼ᦿ  

I  
):᧔ᧄᧃز ᦬ᧄᦿҫاᦿҳة   1) ) ( ) ( )2 2: 2 3 3 1 3 0E z i az i a− + + + =   

)  ᦿدᧈ᧓ا   ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
2 2 2 2 23 3 8 1 3 9 6 3 3 8 1 3 2 2 3 1 3i a i a i i a i a i a∆ = + − + = + − − + = − − = − +      
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 ӅҴإ              

( )2
21 3i a∆ = − +             

  
(2 Ӆا أᧄᥱa ∗∈ ℂ Ӄ Ӆإᦳ( )E  اᧄ᧋ ᧆ᧔ᦴᧀ᥸ᦈᧃ ᧆ᧔ᧀᦃ  :  

  

( ) ( )
1

3 3 1 3 3

4 2

i a i a a ai
z

+ + − + += =  Ӈ
( ) ( )

2

3 3 1 3

4

i a i a
z a

+ − − +
= =   

 Ӄوᧀᦃ ةᦫوᧄᦀᧃ ᧊ᧈᧃӇ( )E  ᧒᧋ :  
  
  
  
 
 

II  

ᦿدᧈ᧓ا  1)
[ ] �( ) [ ]

3

1 1

, 2arg 2
33

i

a OA
ba OBe

b a
OA OB

b

π

ππ ππ

−

 = =  = ⇒ ⇒  −−   ≡≡    

���� ����
  

 ӅҴإ  
  

᥺ᧀ᥼ᧄᦿҫOAB ع᧜ᦟلأҫ ӉӇاᦔ᥸ᧃ  

 

(2 ( ᧃ ӅҫҵӇҳM ᧊᥸᧓ӇҫҶ Ӈرᦻزᦿr  ӆدᧈ᧓ا أ
3

π  ӅҴ1إr−  ӆزᦻرᧃ ӅҫҵӇҳM ᧊᥸᧓ӇҫҶ Ӈ
3

π−  

                                  ӅҴإ
( )

( )
( )

( )

3
1 1

1
1 3

1

i

i

B r B b z e b z

A r A
a z e a z

π

π−
−


= − = −

⇒ 
=  − = −

  

  

                          
( )

( )

1

1

1 3

2 2

1 3

2 2

i
a z a z

i
b z b z

  
= + − −   

  
⇒ 

  = + + −   
 

  

  
  

           
1

2

1

1 3 1 3
1

2 2 2 2

1 3 1 3
1

2 2 2 2

i i
a a z

i i
b z a

    
= − + − +       

    
⇒ 

   
= − − + +       

   

  

  
  

3
,

2

a ai
S a

 + =  
  
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1

1

1 3 1 3

2 2 2 2

1 3 1 3

2 2 2 2

i i
a a z

i i
b z a

    
= − + +       

    
⇒ 

    = − + − +       
   

  

  
 ᧊ᧈᧃ Ӈ  

1

1

1 3 1 3

2 2 2 2

1 3 1 3

2 2 2 2

i i
a a z

i i
b a z

   
= − + +      
   

   
= − + + −      
   

  

  
ᦿ1دᧈ᧓ا  ب) 1a b z+ =   ӅҴ1إ 1OA OB OM+ =

���� ���� �����
  ᧊ᧈᧃ Ӈ  

   
᧒ᦫاᥱرᦿҫ1 1OA MB ع᧜ᦟأ ӉҶҫو᥸ᧃ  

  

(3 ( ᦿدᧈ᧓ا  أ
( )1

3
1

2

3 3
11

1 3 1 3

2 2 2 2

1 3 1 3

2 2 2 2

i

i i

i i
a z a z

z a e z a

i i b z ae e zb z a z

π

π π

−
    

− = − + − +         − = −     
⇒ 

     − = −− = − + + − −        
   

  

  
        

    
( )

2

3
1

1 3

3 3 1
1

i

i

i i

b
z aa z e z a

z b a
e

z a z ab z e z ae

π

π

π π

−
  − ×− = −   −  ⇒ ⇒ = −   − − − = − − 
  

  

  

         

          ( )1

1

z bz b a

z a b z a

−−
⇒ = − ×

− −
  

 ҫر᧔ᦇأ Ӈ  
   

1

1

z b a z b

z a b z a

− −= − ×
− −

  

  
  

  .᧔᦯ر ᧔ᧄ᧔ᦸ᥸ᦔᧃة  ᦔ᥸ᧃM ӇO ӇA ӇBاҫ ӉӇلأ᧜ᦟع إ᥺ᧀ᥼ᧄᦿҫOAB ᦢᦸᧈᦿҫ ӅҴب)

ᦢᦸᧈᦿҫ ᧊ᧈᧃӇ                                               0

0

b z b

a z a

− −⇔ ÷ ∈
− −

ℝ      M ӇO ӇA ӇB ҭҵӇҫد᥸ᧃ  
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                                                                  b z a

a z b

−⇔ × ∈
−

ℝ                   

                                                                   1

1

z b

z a

−⇔ − ∈
−

ℝ      

                                                   M  Ӈ1A Ӈ1B ة᧔ᧄ᧔ᦸ᥸ᦔᧃ  ⇔  
 Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ  

  
ᦢᦸᧈᦿҫM ӇO ӇA ӇBئᦳاᦼ᧓ ҭҵӇҫد᥸ᧃM  Ӈ1A Ӈ1B ة᧔ᧄ᧔ᦸ᥸ᦔᧃ  

  
 ᥺ᦿا᥼ᦿҫ ᧆ᧓رᧄ᥸ᦿҫ )Үا᧔ᥱاᦔᦄᦿҫ(  

 

(1 ( )ᦿ>1n  ᦶᦸᦄ᧓ Ӈدᧈ᧓ا  أ ) [ ]:3 2 0n nR n− ≡  Ӈp᥿وᧃ ᧒ᦿӇأ ᧂᦓاᦷ رᦰᦛأ Ӄ ᥰn  

 ӅҴإ
| 3 2

|

n nn

p n

 −



 ᧊ᧈᧃ Ӈ| 3 2n np − ᧒ᦿا᥸ᦿاᥱ Ӈ[ ]3 2 0n n p− ≡  

 Ӆأ ᧆ᧔ᥲᧈᦿ5p ≥  

ᦿدᧈ᧓ا 
2 | 2

2 2 | 3 2 | 3
2 | 3 2

n
n

n n
p

 = ⇒ ⇒ ⇒  − 
Ӈ

3 | 2
3 3 | 2 3 | 2

3 | 3 2

n
n

n n
p

 = ⇒ ⇒ ⇒  − 
  

 Ӆا أᧄᥱ Ӈ2  ᧂᦔᦸ᧓᧛3  Ӈ3 ᧂᦔᦸ᧓᧛ 2  Ӆإᦳ)ᦒᦼ᦬ᧀᦿ اضᦠᧄᦿҫ ӄҫزᧀ᥸ᦓ᧙ҫ(2p ≠  Ӈ3p ≠  Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ5p ≥  
᧊ᧈᧃӇ  

  
  
  
  

ᧄᥱ5pا أӅ  ب) ≥  Ӆإᦳp ᧂᦔᦸ᧓᧛2 Ӈp  ᧂᦔᦸ᧓᧛3  
 ӈرᦰᦜᦿҫ اᧃرᦳ ةᧈ᧋رᥲᧃ ᥰᦔᦃ ӅҴإ  

  
[ ]12 1p p− ≡  Ӈ[ ]13 1p p− ≡  

  
  

ᦳ1pإᦷ ᦪ᧔ᧄ᥿ Ӆوn  ᧂᦓҫأᦰᦛر ᦷاᧂᦓ أᧃ ᧒ᦿӇوᧄᥱp Ӄ ᥰ᥿ا أӅ ج) − ᧂᦔᦸ᥷ ᧛n  اءᧈ᥸᥸ᦓاᥱ1   

 Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ( )1 1p n− ∧ =  

)إᥲᧃ ᥰᦔᦃ Ӆҳرᧈ᧋ة ᥱو᧓ ӇҶو᥿د  ),α β  ᧆᧃ2ℤ  ᥺᧔ᦄᥱ( )1 1n pα β+ − =   
ᦟوᥱ Ӈ ᦪaα =  Ӈb β= −  Ҭوᧀᦤᧄᦿҫ ىᧀᦫ ᦾᦜᦄᧇ  

  
( ) ( )2, ; 1 1a b an b p∃ ∈ − − =ℤ  

  
  

                ᦿدᧈ᧓ا  د)
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

1 1 1 1 1
1

an b p
b p nq p nr nr b nq p

a q p r

− − =
⇒ + − = − + ⇒ = + − −

= − +
  

 ᦪᦟوᥱk b nq= )ᧀᦫ ᦾᦜᦄᧇى  − )1 1nr k p= + −  ᦪᧃk ∈ ℤ  
  

[ ]3 2 0n n p− ≡  Ӈ5p ≥  
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 Ӆأ ᧆ᧔ᥲᧇ Ӆأ ᧒ᦸᥱk ∈ ℕ  
 Ӆأ ᧆ᧔ᥲᧇ Ӆأ ᧒ᦴᦼ᧓1r ≥  

 Ӄҫؤᦔᦿҫ ᥰᦔᦃ(ا جᧈ᧓دᦿ( )1 1p a− ∧ = Ӆا أᧄᥱ Ӈ1 4p − ≥  Ӆإᦳ1p −  ᧂᦔᦸ᧓᧛a  ᧊ᧈᧃӇ1r ≥  

 Ӆا أᧄᥱӇ>1n  Ӆأᦳ>1nr  ᧆᧃ Ӈ( )1 1nr k p− = −  Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ:k ∈ ℕ  
  

  ᦛ᧜ᦇة 
  
  

)ᦈᦿҫ ᦶᦸᦄ᧓ Ӈا᧔ᦛة  ᥸ᦴᧇ>1nرض أ᧓ ᧊ᧇو᥿د 2) )R  

 Ӄҫؤᦔᦿҫ ᥰᦔᦃ اᧈ᧓دᦿ(ب [ ]12 1p p− ≡  Ӈ[ ]13 1p p− ≡ ᦿ Ӈ اᧈ᧓دk ∈ ℕ  ӅҴإ( ) [ ]12 1k p p− ≡  Ӈ( ) [ ]13 1k p p− ≡  

 Ӆا أᧄᥱ Ӈ( )1 1nr k p− = −  Ӆإᦳ[ ]12 1nr p− ≡ Ӈ[ ]13 1nr p− ≡ ᧊ᧈᧃ Ӈ[ ]3 3nr p≡  Ӈ[ ]2 2nr p≡  

]᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ Ӆ أ ]3 2 1nr nr p− ≡ ( )1  

 Ӄҫؤᦔᦿҫ ᥰᦔᦃ Ӈ(1 ( ] أ ]3 2 0n n p− ≡  

 Ӆأ ᧒ᧈ᦬᧓[ ]3 2n n p≡  Ӆأ Ӊأ[ ]3 2nr nr p≡  Ӆأ ᧒ᧈ᦬᧓ اᧃ[ ]3 2 0nr nr p− ≡ ( )2  

 ᧆᧃ( )1Ӈ( )2  Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ[ ]1 0 p≡  Ӆأ Ӊأp  ᧂᦔᦸ᧓1  ظᦷاᧈ᥷ ҫذ᧋ Ҷ  
   إ᥸ᦳ᧙ҫ ӅҴرҫض ҫلأᦇ ӃӇاᦣئ 

  : ᦛ᧜ᦇة
  

 ᧒᦬᧔ᥲᦣ ᦂ᧔ᦄᦛ ҳدᦫ د᥿و᧓ ᧛n  ᧆᧃ ا᦬ᦤᦷ رᥲᦻة  1أ᧔ᦛاᦈᦿҫ ᦶᦸᦄ᧓ Ӈ( )R  
  

  ᦔᧄᦿҫأᦿة
  

ӃӇلأҫ زءᦀᦿҫ  

(1 ( ) ᦿدᧈ᧓ا أ ) ( )
1 1 1

1 1 1
lim lim lim 1 1

lnln
1

x x x

x
h x h

xx x x
x

+ + +→ → →

−= = = =

−

  ) Ӆلأ
1

ln
lim 1

1x

x

x→
=

−
(  

 Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ  
  

h ᧔ᧄ᧓ ىᧀᦫ ةᧀᦜ᥸ᧃ ᧆ1  

)ᦿدᧈ᧓ا    ب) )
1 1

1 1
>1 ; <1 < 1 ln < 1

x x
t x dt dt x x

t t
∀ ≥ ⇒ ⇒ −∫ ∫  

 ӅҴإ  
( )>1 ;ln < 1x x x∀ −  

  

)ᦿدᧈ᧓ا  ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )

'
2 2

ln 1 ln 1 ln 1
>1 ;

ln ln

x x x x x x
x h x

x x x x

− − + − −
∀ = =  

 Ӆا أᧄᥱ Ӈ( )>1 ;ln < 1x x x∀ −  Ӆإᦳ( ) ( )'>1 ; <0x h x∀  
ӅҴإ  

h  ىᧀᦫ ا᦬ᦤᦷ ة᧔ᦜᦷاᧈ᥷] [1,+∞  

  

᧒᦬᧔ᥲᦣ ᦂ᧔ᦄᦛ ҳدᦫ د᥿و᧓k  ᦶᦸᦄ᧓( )1 1nr k p= + −  



y.mghazli 

Ammarimaths  

(2 ( ) أ )
1

11
lim lim lim 0

ln lnx x x

x xh x
x x x→+∞ →+∞ →+∞

−−= = =   ) Ӆلأlim ln
x

x
→+∞

= +∞  Ӈ1
lim 0
x x→+∞

=   

   
( )lim 0

x
h x

→+∞
=  

  
 Үҫر᧔ᦰ᥷ ӃӇد᥿h    

+∞  1  x  
                  −  ( )'h x  

                                                
1                          ց                

                                                
                                           0                                            

( )h x  

 

]ᧀᦜ᥸ᧃة ᧈ᥷ Ӈا᧔ᦜᦷة ᦬ᦤᦷا ᧀᦫى ᧄᥱhا أӅ ب) [1,+∞  Ӆإᦳ[ [( ) ( ) ( ) ] ]1, lim ; 1 0,1
x

h h x h
→+∞

 +∞ = =
 

  

 ᧊ᧈᧃӇ( ) ] ]1; 0,1x h x∀ ≥ ∈  
 Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ  

  
( )1;0< 1x h x∀ ≥ ≤  

  
 ᧒ᧇا᥼ᦿҫ زءᦀᦿҫ  

 

(1 ( )ᦿدᧈ᧓ا  أ )
2 2

21 2ln
>1 ; ln ln ln ln ln ln ln ln 2

ln ln

x x

xx

x
x dt t x x

t t x
∀ =   = − = = ∫  

 ӅҴإ  

2 1
>1; ln 2

ln

x

x
x dt

t t
∀ =∫  

  
                  ᦿدᧈ᧓ا  ب)

( ) ( ) ( )
2 2 2 2 21 1 1 1 1 1

>1 ; 2 ln 2
ln ln lnln ln ln

x x x x x

x x x x x

t
x g x g dt dt dt dt dt

t t t t t tt t t t t t

− ∀ − = − = − = − = 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 ӅҴإ  

( ) ( ) ( )
2 1

>1 ; 2
ln

x

x

t
x g x g dt

t t

−∀ − = ∫  

ᥱtوᦪᦟ اᧄ᦬᥸ᦓاᦼᧃ Ӄاᧀᧃة ᧔᧔ᦰ᥸ᥱر ᧔ᦰ᥸ᧄᦿҫر ᥱ Ӈج) α= ىᧀᦫ ᦾᦜᦄᧇ2

1
2

2

t x t x

t x t x

d
dt td

dt t

α
α

α α


 = ⇒ = =
 = ⇒ = =

 = ⇒ =

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  ᧊ᧈᧃӇ( ) ( ) ( )
2

2 2

1 1 1 1
>1 ; 2 2

ln ln ln ln

x x x x

x x x x

t t
x g x g dt d d dt

t t t t

α αα α α
α α α α

− − − −∀ − = = = =∫ ∫ ∫ ∫  

  
 Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ  

  

( ) ( ) ( ) 1
>1 ; 2

ln

x

x

t
x g x g dt

t t

−∀ − = ∫  

  
(2 ( ᦿ>1;xدᧈ᧓ا  أ x t x∀ ≤ ≤ 

h  ىᧀᦫ ا᦬ᦤᦷ ة᧔ᦜᦷاᧈ᥷] [1,+∞ Ӈ] [>1, , 1,x x x ∀ ⊂ +∞ ӅҴإ h ىᧀᦫ ا᦬ᦤᦷ ة᧔ᦜᦷاᧈ᥷,x x 
   

      ᧊ᧈᧃ Ӈ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
>

>1;
x x

x x x

x x x
x x t x h x h t h x h x dt h t dt h x dt∀ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤∫ ∫ ∫  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln 2x x h x g x x x h x⇒ − ≤ − ≤ −  

 ᧒ᦿا᥸ᦿاᥱ Ӈ  
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )>1 ; ln 2x x x h x g x x x h x∀ − ≤ − ≤ −  

  

) ᦿ(2دᧈ᧓ا ᥰᦔᦃ  ب) )ᦀᦿҫ ᧆᧃزء ᥼ᦿҫا᧒ᧇ   أ ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln 2
>1 ;

1 1 1

x x h x x x h xg x
x

x x x

− −−
∀ ≤ ≤

− − −
  

 Ӄҫز᥸ᦇد إ᦬ᥱ Ӈ1x )ᧀᦫ ᦾᦜᦄᧇى − ) ( ) ( ) ( )ln 2
>1 ;

11 1

xh xxh x g x
x

xx x

−
∀ ≤ ≤

−+ +
  

 Ӆا أᧄᥱ Ӈ
( ) ( )

1 1

1
lim lim

21 1x x

xh xxh x

x x+ +→ →
= =

+ +
  Ӆإᦳ( )

1

ln 2 1
lim

1 2x

g x

x+→

−
=

−
  

 Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ  
  

 g ᧆ᧔ᧄ᧓ ىᧀ᦯ اقᦸ᥸ᦗ᧚ᦿ ةᧀᥱاᦷ1  Ӆأ Ӈ( )' 1
1

2dg =  

  
)ᦿدᧈ᧓ا  ج) ) ( ) ( ) ( )>1 ; ln 2x x x h x g x∀ − ≤ −  

 ӄزᧀ᥸ᦔ᧓( ) ( ) ( )1
>1 ; ln 2

ln

x
x x x g x

x x

−∀ − + ≤  

)ᦿ Ӈدᧈ᧓ا ) ( ) ( )1 1 1
lim ln 2 lim 1 ln 2 lim 1 1 ln 2

ln ln 2 lnx x x

x x x x
x x x x

x x x x xx→+∞ →+∞ →+∞

− −  − + = − + = − − + = +∞ 
 

  

 Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ ᥰ᧔᥷ر᥸ᦿҫ Ӈ Үا᧓ا᧌ᧈᦿҫ Үا᧔ᦛاᦇ ᥰᦔᦃ ӅҴإ  
  
  
  
  
  

( )lim
x

g x
→+∞

= +∞  
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)ᧄᦻا ᦿدᧈ᧓ا  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln 2 ln 2
>1 ;

x x h x x x h xg x
x

x x x

− + − +
∀ ≤ ≤  

 Ӆا أᧄᥱ Ӈ
( ) ( ) ( ) 1

ln 2ln 2 1 1 1 ln 2lnlim lim lim 1 0
ln lnx x x

x
x xx x h x

x x
x x x x xx x→+∞ →+∞ →+∞

−− +− +   = = − − + =  
  

  

  

 Ӈ
( ) ( ) ( ) ( )

2

2 11 1ln 2ln 2 1 ln 2 ln 2lnlim lim lim lim 0
ln lnx x x x

x
x xx x h x x xx x

x x x xx x x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

 − −− +  − + −  = = + = + =  

Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ ᥰ᧔᥷ر᥸ᦿҫ Ӈ Үا᧓ا᧌ᧈᦿҫ Үا᧔ᦛاᦇ ᥰᦔᦃ Ӆإᦳ  
  

( )
lim 0
x

g x

x→+∞
=  

(3 ( ᦿҫ1دᦿҫة  أ

ln
t

t t
→   Ӄاᦀᧄᦿҫ ىᧀᦫ ةᧀᦜ᥸ᧃ]   ᧀᦫى ᧋ذᦀᧄᦿҫ ҫاϕ  Ӄإᦿҫҳ ᦾᥲᦸ᥷ ӅҴة أ᧔ᧀᦛة  ∞+,1]

 Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ( ) ( ) ( )2>1;x g x x xϕ ϕ∀ = −  

Ӆا أᧄᥱϕ  اقᦸ᥸ᦗ᧚ᦿ ةᧀᥱاᦷ  Ӄاᦀᧄᦿҫ ىᧀᦫ] [1,+∞Ӆإᦳg   Ӄاᦀᧄᦿҫ ىᧀᦫ اقᦸ᥸ᦗ᧚ᦿ ةᧀᥱاᦷ] [1,+∞ ӃҫӇҳ ᥰᦻرᧄᦻ اقᦸ᥸ᦗ᧚ᦿ ةᧀᥱاᦷ  

)ᦿ Ӈدᧈ᧓ا  ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' 2 '
2

1 1 1 1 1
>1 ; 2 2

ln 2ln ln 2 ln

x x
x g x x x x x h x

x x x x x x x x
ϕ ϕ − −∀ = − = − = = =  

  
 ᧊ᧈᧃ Ӈ  

  

( ) ( )' 1
>1;

2
x g x h x∀ =  

  

) :   ᦿدᧈ᧓اب) ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
>0

'11 1 1
1 ;1 1 0<

2 2 2 2

h xh h
x x x h x h x h h x h x g x∀ ≥ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤

ց

  

ӅҴإ  
   

( )' 1
1;0<

2
x g x∀ ≥ ≤  

  
  ᥿ ᧊ᧈᧃ Ӈgد᧔ᦰ᥷ ӃӇرᦿҫ Үҫدᦿҫة 

  
+∞   1         x  

                                   +  ( )'g x  

 +∞                                                                                        

    ր           ln 2 

( )g x  

  ᧈᦄᧈᧃgى ᦿҫدᦿҫة ج)
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᥺ᦿا᥼ᦿҫ زءᦀᦿҫ  
I (1  ىᧀᦫ اقᦸ᥸ᦗ᧚ᦿ ةᧀᥱاᦷ ةᦿҫدᦿҫ[ [1,+∞  Ӈ[ [( ) ( ) ( )' ,1, ; 1x k x g x∀ ∈ +∞ = −  

]ᦿ Ӈدᧈ᧓ا  [ ( ) [ [ ( ), '1 1
1, ; 1< 1 1, ; 1<k

2 2
x g x x x∀ ∈ +∞ − − ≤ − ⇒ ∀ ∈ +∞ − ≤ −  

 Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ[ [ ( )'1, ; <0x k x∀ ∈ +∞ ᧊ᧈᧃӇk  ىᧀᦫ ا᦬ᦤᦷ ة᧔ᦜᦷاᧈ᥷[ [1,+∞  
  

ᧆᧃ ᦾᥱاᦸ᥷ ا᧌ᧇإᦳ ᧊᧔ᧀᦫ ةᧀᦜ᥸ᧃ ا᧌ᧇا أᧄᥱ Ӈ[ ]ᦄᧇو  ∞+,1] [( )1,k +∞ ᦪᧃ[ [( ) ( ) ( )1, lim , 1
x

k k x k
→+∞

 +∞ =
 

  

  

( ) ( ) ( )
lim lim 1 lim 1
x x x

g x
k x g x x x

x→+∞ →+∞ →+∞

 
= − + = − = −∞ 

 
   ) Ӆلأ( )

lim 0
x

g x

x→+∞
= ( Ӈ( )1 ln 2k =  

 Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ[ [( ) ] ]1, , ln 2k +∞ = −∞  

 ᧊ᧈᧃ Ӈ  
  
  
  
  

(2 Ӆا أᧄᥱ] [, ln 2∈ −∞ 0  Ӄ Ӆإᦳ0  د᧔ᦃӇ ᦶᥱاᦓα ةᦿҫدᦿاᥱk  Ӄاᦀᧄᦿҫ ᧆᧃ] [1,+∞  

 ӅҴإ( ) 0k α =  ᧊ᧈᧃӇ( ) 1 0g α α− + =  
 ᧊ᧇ أ  ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ  

] [ ( )! 1, /1 gα α α∃ ∈ +∞ + =  
  

  

   II   
 (1 

 (   ᥱر᧋اᥱ Ӆا᥸ᦿرᦪ᥿أ

ᦿ01دᧈ᧓ا  <u α≤  
ᧆᦼ᧔ᦿn ᧆᧃℕ  

 Ӆرض أ᥸ᦴᧇ1 <nu α≤.  

   ᦿدᧈ᧓ا                     
( )

( ) ( ) ( )1 < 1 <
g

n nu g g u gα α≤ ⇒ ≤
ր

  
                                   1ln 2 -1< -1nu α+⇒ ≤     

                                   1ln 2 1 <nu α+⇒ + ≤  
                                            11 <nu α+⇒ ≤  

 ᦪ᥿ر᥸ᦿҫ دأᥲᧃ ᥰᦔᦃ ӅҴإ  
  

;1 <nn u α∀ ∈ ≤ℕ  

  
)ᦿدᧈ᧓ا  ب) ) ( ) ( )1; 1n n n n nn u u g u u k u+∀ ∈ − = + − =ℕ  

)ᧄᦻا ᦿدᧈ᧓ا  )
( )

( ) ( ); < >
k

n nn u k u kα α∀ ∈ ⇒
ց

ℕ  

 Ӆا أᧄᥱӇ( ) ( ) 1 0k gα α α= − + =  
 Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ1; >0n nn u u+∀ ∈ −ℕ  

  

kᧆᧃ ᦾᥱاᦸ᥷[ [ᦄᧇو  ∞+,1] ], ln 2−∞  
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 ᧊ᧈᧃ Ӈ  

  
( )nuا᦬ᦤᦷ ة᧓د᧓ҫز᥷  ة᧔ᦿا᥸᥸ᧃ  

) ج) )nu Ҭ ҭҵوᥲᦼᧃ Ӈ ا᦬ᦤᦷ ة᧓د᧓ҫز᥷  ة᧔ᦿا᥸᥸ᧃα  ᧆᦼ᥸ᦿ Ӈ ةᥱҵاᦸ᥸ᧃ ᧒᧌ᦳ Ӆҳإlا᧌᥸᧓ا᧌ᧇ  

ᦿ;1دᧈ᧓ا  < 1nn u lα∀ ∈ ≤ ⇒ ≥ℕ Ӆا أᧄᥱ Ӈg ىᧀᦫ ةᧀᦜ᥸ᧃ[ [1,+∞  Ӆإᦳg دᧈᦫ ةᧀᦜ᥸ᧃl  

 ӅҴإ( ) ( ) ( ) ( )1; 1 1 0n nn u g u l g l k l l α+∀ ∈ = + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =ℕ  
 ᧒ᦿا᥸ᦿاᥱ Ӈ  

  
lim nu α=  

(2 ( ]ᦿدᧈ᧓ا أ ] [ [; , 1,nn u α∀ ∈ ⊂ +∞ℕ  

 Ӆҳإgىᧀᦫ ةᧀᦜ᥸ᧃ [ ],nu α  ىᧀᦫ اقᦸ᥸ᦗ᧚ᦿ ةᧀᥱاᦷ Ӈ] [,nu αᧃ Ӈاᧈ᧓دᦿ ة᧔᧌᥸ᧈᧄᦿҫ Үҫد᧓ҫز᥸ᦿҫ ةᧈ᧋رᥲᧃ ᥰᦔᦃ ᧊ᧈ  

] [ ( ) ( ) ( )', ; n
n

n

g u g
c u g c

u

α
α

α
−

∃ ∈ =
−

  

ᦾᦼᦿ  Ӆا أᧄᥱ Ӈn  ᧆᧃℕ اᧈ᧓دᦿ: ( ) ( )' '1 1
1 < < >1 0<

2 2nu c c g c g cα≤ ⇒ ⇒ ≤ ⇒ ≤  

 Ӆإᦳ
( ) ( ) ( )' 1

;
2

n

n

g u g
n g c

u

α
α

−
∀ ∈ = ≤

−
ℕ Ӆأ ӄزᧀ᥸ᦔ᧓ اᧃ( ) ( ) 1

2n ng u g uα α− ≤ −  

 Ӆا أᧄᥱ Ӈ( ) ( ) ( ) 1 1; 1 1n n nn g u g u uα α α+ +∀ ∈ − = + − + = −ℕ  
 Ӆإᦳ  

 1

2 nu α− 1nu α+ − ≤    ;n∀ ∈ ℕ  

  
  ᥱر᧋اᥱ Ӆا᥸ᦿرᦪ᥿  ب)

 ᦾ᥿أ ᧆᧃ0n =   ᥰ᥸ᦼ᥷ ةᦷ᧜᦬ᦿҫ0 0u uα α− ≤ −  ᦂ᧔ᦄᦛ ҫذ᧋Ӈ  

ᧆᦼ᧔ᦿn  ᧆᧃℕ  Ӆرض أ᥸ᦴᧇ0

1

2

n

nu uα α − ≤ − 
 

  Ӆأ ᧆ᧔ᥲᧇ Ӈ
1

1 0

1

2

n

nu uα α
+

+
 − ≤ − 
 

  

ᦿدᧈ᧓ا    
1

0 1 0

1 1

2 2

n n

nu u uα α α
+

+
   − ⇒ − ≤ −   
   

 1

2
≤ 1

2 nu α− 1nu α+ − ≤ ( );n∀ ∈ ℕ  

᧒ᦿا᥸ᦿاᥱӇ  ᦪ᥿ر᥸ᦿҫ دأᥲᧃ ᥰᦔᦃ Ӈ  
  

0

1
0;

2

n

nn u uα α ∀ ≥ − ≤ − 
 

  

ᧄᥱ0ا أӅ   ج) 

1
lim 0

2

n

u α  − = 
 

  Ӆإᦳlim 0nu α− =   

 Ӆأ ᥾᥸ᧈ᥸ᦔᧇ  
lim nu α=  

                                                       ᥰᦃرᧃ  Ӆҫوᧈ᦬ᦿҫ رᥲᦫ ᧂᦼ᥷ظاᦃ᧜ᧄᥱ:_ @ .y mghazli hotmail com                                   
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