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 نهايات المتتاليات
 مجموع حدود متتابعة لمتتالية  - صيغة الحد العام - 2   

  حسابية 
  خاصية      

)ا آان ذا           )n n pu   فان rمتتالية حسابية  أساسها ≤

( )n pn p u u n p r∀ ≥ = + −  

)ا آان ذ  ا- ملاحظة   )n n pu  rأساسها   متتالية حسابية≤

)فان )n qn q p u u n q r∀ ≥ ≥ = + −  

  خاصية
)  لتكن  )

0n n nu   متتالية حسابية ≤

1ا آان ذ ا 1................n p p nS u u u+ −= +          فان    +

( ) ( )1

2
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n
n p u u

S
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  n p− هو عدد حدود المجموع   nS  و  pu هو الحد الأول 

1nu    وnSللمجموع   nS هو الحد الأخيرللمجموع −

( )n
n n

(S  (عدد حدود 
S S الحѧѧѧѧد الأول ل+  الحѧѧѧѧد الأخѧѧѧѧير   

2
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 II-متتالية الهندسية ال  
  تعريف   - 1

)  تكون متتالية   )
0

n n nu ا آان يوجد عدد ذ هندسية ا≤

0 بحيث qحقيقي  1n nn n u qu+∀ ≥ =  
  .  يسمى أساس المتتالية q                 العدد 

مجموع حدود متتابعة لمتتالية  -   صيغة الحد العام- 2
  هندسية 

  خاصية     
)ا آان   ذ     ا )

0n n nu  فان qهندسية أساسها  متتالية ≤

0
00
n n

n nn n u u q −∀ ≥ =  

)ا آان   ذ  ا-   ملاحظة      )
0n n nu  هندسية  متتالية≤

0 فان  qأساسها 
n p

n pn p n u u q −∀ ≥ ≥ =  

  خاصية
) لتكن  )

0n n nu   1 يخالف qهندسية أساسها  متتالية ≤

1ا آان ذ     ا 1................n p p nS u u u+ −= +   فان +

1
1

n p

n p
qS u
q

− −
=   − 

   

n p− هو عدد حدود المجموع   nS  و pu هو الحد الأول 

  nSللمجموع 

) آان   إذا ملاحظة )nu هندسية أساسها  متتاليةq يخالف 

   حدا أولا منها هوn مجموع nS فان  1

                   0 1 1 0
1.......
1

n

n n
qS u u u u
q−

 −
= + + =   − 

  

) آانتإذا    ةحالة خاص )
0n n nu هندسية أساسها  متتالية ≤

) فان 1 )1 1..........n p p n pS u u u u n p+ −= + + = − 

A-تذآير   
  انشطة تذآيرية

) المتتاليتين نعتبر:  1نشاط   )nuو( )nv  المعرفتين بـ

0 1

2 1

1 ; 3
2n n n

u u
u u u n+ +

= =
 = − ∀ ∈ `

  1n n nn v u u+∀ ∈ = −`

)بين أن  -1 )nv متتالية ثابتة   .  

) استنتج أن-2 )nuالمميزة  دد عناصرهامتتالية حسابية و ح 

' أحسب -3

1

i n

n i
i

S u
=

=
  .n بدلالة ∑=

) نعتبر المتتالية العددية  : 2نشاط  ) 1n nu    المعرفة بـ ≤

                                           
1

1

2
1 2
3n n

u

u u+

=



= +

  

3أحسب  -1 2;u u  

)بين أن  -2 ) 1n nu     3 مكبورة بالعدد ≤

)أدرس رتابة  -3 ) 1n nu )    و استنتج أن≤ ) 1n nu  مصغورة ≤

      2بالعدد 
)نعتبر المتتالية العددية -4 ) 1n nu 3n المعرفة بـ  ≤ nv u= − 

) بين أن-أ ) 1n nv    .n بدلالة nv متتالية هندسية و أحسب ≤

 أحسب  -      ب       
1

i n

n i
i

S u
=

=
  nبدلالة ∑=

  المحدودة– المصغورة– المكبورة :المتتالية-1 
)  تكون المتتالية * )

0n n nu ا وجد ذا وفقط اذ مكبورة ا≤

0بحيث Mعدد حقيقي  nn n u M∀ ≥ ≤  

)  تكون المتتالية * )
0n n nu ا وجد ذا وفقط اذ مصغورة ا≤

0بحيث mعدد حقيقي  nn n u m∀ ≥ ≥  

)تكون المتتالية    * )
0

n n nu  ا آانتذا وفقط اذ محدودة ا≤

( )
0n n nu    مكبورة و مصغورة ≤

   المتتالية الرتيبة- 2   
)  لتكن )

0n n nu    متتالية ≤

( )
0n n nu 0تزايدية  متتالية ≤ 1n nn n u u+∀ ≥ ≥ ⇔     

( )
0n n nu 0 متتالية تزايدية قطعا≤ 1n nn n u u+∀ ≥ ⇔;   

( )
0n n nu 0 متتالية تناقصية ≤ 1n nn n u u+∀ ≥ ≤ ⇔    

( )
0n n nu 0 متتالية تناقصية قطعا ≤ 1n nn n u u+∀ ≥ ⇔≺ 

( )
0n n nu 0 متتالية ثابتة≤ 1n nn n u u+∀ ≥ = ⇔     

I- المتتالية الحسابية   
    تعريف - 1   
) تكون متتالية      )

0n n nu ا آان يوجد عدد ذ حسابية ا≤

0 بحيث rحقيقي  1n nn n u u r+∀ ≥ = +  
   . يسمى أساس المتتالية r العدد   
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B –نهايات المتتاليات   
  I- نهاية متتالية  

  ∞+  نعرف نهاية متتالية آما عرفنا نهاية دالة  عند              
lim               نكتب  n

n
u

→+∞
limباختصار   nu  

) المتتاليتيننعتبر    نشاط             )nu   و ( ) 1n n
v

≥
2حيث  

nn u n∀ ∈ =`   * 1 3nn v
n

∀ ∈ = +`  

lim                     نحدد  nu و  lim nv  

2lim             نعلم أن 
x

x
→+∞

= lim   إذن ∞+ nu =           نعلم أن ∞+
1lim 3 3

x x→+∞
+ lim إذن   = 3nv =  

     نهاية منتهية لمتتالية تعريف-1    
) نقول ان نهاية      )

0n n nu  حدود ععلى جمي يحتوي lمجال مفتوح مرآزه  إذا و فقط إذا آان آل l تؤول إلى ≤

)المتتالية  )
0n n nu lim نكتب  . ابتداء من رتبة≤ nu l=  

  ية   نهاية لا  منتهية لمتتال تعريف-2    
)نقول ان نهاية*       )

0n n nu [ إذا و فقط إذا آان آل مجال على شكل ∞+ تؤول إلى ≤ [;A يحتوي علىجميع ∞+

)حدود المتتالية  )
0n n nu limنكتب  . ابتداء من رتبة≤ nu = +∞  

)نقول ان نهاية*       )
0n n nu [ إذا و فقط إذا آان آل مجال على شكل ∞− تؤول إلى ≤ [; A−∞ يحتوي علىجميع

)حدود المتتالية  )
0n n nu limنكتب .  ابتداء من رتبة≤ nu = −∞  

lim              حظةملا  limn nu u= −∞ ⇔ − = +∞                   

  نهايات متتالية مرجعية -3  
         خاصية

1p   عدد صحيح طبيعي p ليكن              عدد حقيقيk  و ≤

                    lim n = +∞       lim pn = +∞          lim 0k
n
=       1lim 0pn

=       

   خاصية4
) لتكن متتالية عددية           )

0n n nu    عددا حقيقيا l و ≤

                             ( )lim 0 limn nu l u l− = ⇔ =  

                                     lim 0 limn nu l u l− = ⇔ =  

   متتالية متباعدة– متتالية متقاربة - 5
        تعريف  

  .             نقول إن متتالية متقاربة إذا و فقط آانت نهايتها منتهية
  . متباعدة إذا وفقط آانت غير متقاربة             نقول إن متتالية

    أمثلة

2         نعتبر   
3 4nu
n
−

= 3       و +
nv n=          و       ( )1 n

nw = −  

      ( )nu متقاربة لان lim 4nu =  

       ( )nv متباعدة لان lim nv = +∞  

        ( )nw متباعدة لأن ( )nwلا تقبل نهاية   

 II-مصادق التقارب  
)    لتكن1مصداق      )

0n n nu ) متتالية عددية   و ≤ )
0 'n n nv    متتالية عددية متقاربة  لأعداد حقيقية موجبة≤

              l  عدد حقيقي  حيث       n nN n N u l v∃ ∈ ∀ ≥ − ≤`.  

limا آان ذ    ا                 0nv )    فان = )
0n n nu lim   متقاربة و ≤ nu l=  
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)        لتكن 2مصداق      )
0n n nu )  و ≤ )

0 'n n nv n متتاليتين عدديتين حيث ≤ nN n N u v∃ ∈ ∀ ≥ ≤`  

limا آان ذ                  ا nu = lim    فان ∞+
n

v = +∞  

limا آان ذ    ا              nv = lim    فان ∞− nu = −∞  

   لازمة   
) لتكن         )

0n n nu )  و ≤ )
0 'n n nv ) و ≤ )

0 "n n nw n      ثلاث متتاليات حيث≤ n nN n N v u w∃ ∈ ∀ ≥ ≤ ≤`  

limا آانذ       ا limn nv w l= lim  فان = nu l=  

)    نعتبر  أمثلة ) 1n nu lim  حدد ≤ nuفي الحالات التالية :  

2 -        أ 3nu n n= + 2  -               ب−
nu n n= −  - ج                 +

sin
n

nu
n

=  

3n لدينا لكل -        أ ≥        2 2 3n n n≤ + 2limn   و حيث− = lim  ومنه ∞+ nu = +∞  

2n لدينا لكل -       ب ≥        1 0
2
n

− 1  ومنه ≥
2
nn− ≤   و بالتالي −

2
2

2
nn n− ≤ −  

            وحيث 
2

lim
2
n

− = lim  فان ∞− nu = −∞  

1nلدينا لكل  -      ج ≥        
sin 1n
n n

  و حيث ≥
1lim 0
n
lim    فان = 0nu =  

)    نعتبر :تمرين      ) 1n nu    حيث ≤
1 1 11 ......
2 3nu n

= + + + +  

nuأن جع بالتر  بين                   n≥ و استنتج lim nu      

 III-ة الهندسية المتتالي نهاية nq  

1q:       1    الحالة ;  

1q حيث a             يوجد عدد  حقيقي موجب قطعا  a= )  نعلم أن + )1 1na na+ ≥ 1nq   ومنه + na≥ +  

lim1      وحيث  na+ = lim فان ∞+ nq = +∞  

1q     2الحالة    lim  لدينا = 1nq =  
1  3الحالة    1q− ≺ ≺     

               1q   ومنه ≻
1 1
q
    و منه ;

1 1lim lim
n

n qq

 
= = +∞  

 
lim و بالتالي  0nq =  

lim              إذن  0nq =  

1q  4الحالة    ≤ −                 ( )nqليست لها نهاية           

     خاصية  
1qا آان ذ ا                  lim   فان  ; nq = +∞  

1qا آان ذ                  ا lim   فان  = 1nq =        

1ا آان ذ   ا   1q− ≺ lim   فان  ≻ 0nq =  

1qا آان ذ     ا ≤ )   فان  − )nqليست لها نهاية    

)المتتالية  -   * ملاحظة   )nq1ا آان ذ  متقاربة ا 1q− ≤≺  

  _∋r*  ليكن -   *               

0r   إذا آان                 lim فان ; rn
+∞

= 0r       إذا آان                      ∞+ lim فان ≻ 0rn
+∞

=  

               حدد أمثلة     
1 2lim
1 2

n
 −
  + 

   و 
2 3lim
2 3

n n

n n
+

−
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)ة العددية  نعتبر المتتاليتمرين )n nu    : المعرفة ب`∋

      ( )
2

0 1 2
3 ; :
2 1

n n
n
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u n u
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+
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+
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)بين أن  )1 ) : 1nn u∀ ∈` ;   

)أدرس رتابة  )2 )nu  استنتج أن و( )nu متقاربة  

)  بين أن – أ  )3 )1
10 1 1
2n nn u u+∀ ∈ − ≤ −` ≺  

):استنتج  – ب  )
11: 0 1

2

n

nn u
+

 ∀ ∈ − ≤  
 

` limثم أحسب≻ nu  

)  نعتبر المتتالية :تمرين )nu حيث  
0

1

10
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1
n

n
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u

u
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=



= +

  

1بين أن    110 0
2

n

n

u
n

u
+∀ ≥ ≤ lim حدد ثم      ≻ nu  

IV-خاصيات   
  متتالية متقاربة و موجبة تكون نهايتها موجبةآل    خاصية 

) آان إذا   خاصية  )nu و ( )nv متتاليتين متقاربتين نهايتها l و 'l بحيث n nu v≤ لكل   n N≥ فان 'l l≤  

  آل متتالية تزايدية و مكبورة هي متتالية متقاربة     مبرهنة
      آل متتالية تناقصية و مصغورة هي متتالية متقاربة           

  آل متتالية تزايدية و سالبة هي متتالية متقاربة    ملاحظة     
  لية تناقصية و موجبة هي متتالية متقاربةآل متتا                  

)  نعتبر :تمرين       ) 1n nu 2  متتالية معرفة بـ   ≤
1 1 11 .....
4 9nu

n
= + + + +  

)بين أن  -1 ) 1n nu    تزايدية≤

}بين أن  -2 }*
2

1 1 11
1

k
k kk

∀ ∈ − −
−

` *    ثم بين أن ≻ 2nn u∀ ∈` ≺ 

)تنتج أن اس -3 ) 1n nu   . متقاربة≤

V-العمليات على نهايات المتتاليات المتقاربة   
  مبرهنة - 1

      ( )nu و ( )nv متتاليتين متقاربتين و αعدد حقيقي   

            ( )lim lim limn n n nu v u v+ = +             ( )lim lim limn n n nu v u v= ×      ( )lim limn nu uα α=    

lim      إذا آان  0nv   فان ≠
lim

lim
lim

n n

n n

u u
v v

=     

  العمليات على النهايات

lim nu  lim nv  ( )lim n nu v+  ( )lim n nu v×  lim n

n

u
v

  

l  'l  'l l+  'l l×  ( )' 0
'
ll
l

≠  

l    0l   l  0مع وضع إشارة∞  ∞+  ∞+  ≠

l    0l   l  0مع وضع عكس إشارة∞  ∞−  ∞−  ≠

l 0 حيثl ≠  0+  l  0  ∞مع وضع إشارةl  

l 0 حيثl ≠  0−  l  0  ∞مع وضع عكس إشارةl  

  شكل غير محدد  0  0  0  0

  0  شكل غير محدد  ∞+  ∞+  0

  0  شكل غير محدد  ∞−  ∞−  0

  شكل غير محدد  ∞+  ∞+  ∞+  ∞+

  شكل غير محدد  ∞+  ∞−  ∞−  ∞−
  شكل غير محدد  ∞−  شكل غير محدد  ∞−  ∞+

+∞  l 0 حيثl   lمع وضع إشارة∞  lمع وضع إشارة∞  ∞+  ≠

−∞  l 0 حيثl   lمع وضع عكس إشارة∞  lمع وضع عكس إشارة∞  ∞−  ≠
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  تمرين

)        حدد  )lim 1
n

n n n
→+∞

+ −     ،
2

2
2 3 2lim

1n

n n
n→+∞

− +

−
 ،  

4 3

3 2

1lim
2 4n

n n

n n→+∞

+ −

−
  

 VI-متتاليات من نوع  ( )nf u    

 خاصية - 1
) آانت إذا         )

0
n n nu

≥
المتتالية   فانl  العدد الحقيقيدالة متصلة في fو  lمتقاربة نهايتها  متتالية عددية 

( )
0

n n nv
≥

)ــمعرفة بال  )n nv f u=0  بحيثn n≥ متقاربة و نهايتها ( )f l   

)متتالية من نوع  - 2 )1n nu f u+ =  

      نشاط  

)         نعتبر  )nu حيث عددية  متتالية
0

1

2
2 3n

n
n

u
u

u
u+

=
 + =


  

بين أن  -1
72
2nn u∀ ∈ ≤ ≤`  

)  لتكن  -2 )nv متتالية عددية حيث
41

1n
n

v
u

= −
+

 

)بين أن   - أ )nv     متتالية هندسية  

lim حدد -ب  - ب nv استنتج  lim nu 

* دالة عددية معرفة على fلتكن  -3
) حيث    \+ ) 2 3xf x

x
+

=  

 متصلة على fتأآد أن   - أ
72;
2

 
  

 

بين أن   - ب
7 72; 2;
2 2

f     ⊂        
        

) حل المعادلة   - ت )f x x=  

        ماذا تلاحظ؟ ماذا تستنتج؟
     خاصية   
)  لتكن        )

0
n n nu

≥
) متتالية عددية معرفة بالعلاقة  )1n nu f u+  الأولالحد  و fD  ضمن I  بحيث يوجد مجال =

) لية اللمتت )
0

n n nu
≥

)  و I متصلة على f و I إلى ينتمي  )f I I⊂.  

)ا آانتذ        ا )nuمتتالية متقاربة فان نهايتها  l هي حل للمعادلة ( )f x x=        

 تمرين

)     نعتبر المتتالية العددية  )nu  المعرفة بـ           
0

1

3
2

2n n

u

u u+

 =

 = +

  

0بين أن   - 1 2nn u∀ ∈` ≺ ≺.  

)بين أن  - 2 )nuمتتالية تزايدية و استنتج أن ( )nu  متتالية متقاربة.  

lim استنتج  -3      nu  

   تمرين 

)     نعتبر  )nu متالية حيث ( )1
1 1
2n n nu u u+ = 0    و−

1
2

u =  

)      بين أن  )nuمتقاربة و حدد نهايتها   
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